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1 Einigesüber Grundlagen des Einteilchenbildes in wech-
selwirkenden Elektronensystemen

Die gängige Bandstrukturtheorie suggeriert, dass Valenzelektronen in Kristallen in Ein-
teilchenzusẗanden residieren, deren Dispersionsrelation (Energie gegen Kristallimpuls) als
Bänderschemäuber der ersten Brillouin-Zone organisiert werden kann. Andererseits be-
wegen sich die Valenzelektronen im Hintergrundpotential der Ionenrümpfe in Gestalt einer
i. A. stark wechselwirkenden Flüssigkeit, welche z. B. im metallischen Zustand durch
Landaus Konzept einer ”Fermi-Flüssigkeit” beschrieben werden kann, bei dem ein Ein-
teilchenbild nur approximativ nahe der Fermi-Kante Gültigkeit besitzt. Auch die bekannte
Rechtfertigung daf̈ur, dass die in Hartree-Fock-Theorie oder in LDA berechneten Ener-
gieparameter individuellen Einteilchenanregungen zugeordnet werden können, in Form
von Koopmans Theorem, ist approximativer Natur. Sie versagt typischerweise für schmale
Bänder, wie sie etwa in vielen̈Ubergangsmetallverbindungen anzutreffen ẅaren.

Von manchen Physikern wurde dieses grundlegende Problem schon früh auf folgen-
de Frage zugespitzt: Existiert eine kanonische Transformation, die das wechselwirkende
Elektronensystem, auch in vereinfachter Form als ”Jellium”, in unabhängige Freiheits-
gradeüberf̈uhrt, also den Hamiltonian diagonalisiert? Schon damals war klar, dass das
Spektrum neben Energien für Einteilchenanregungen auch solche für kollektive Moden
enthalten muss, z. B. Plasmonen, die nicht wie die unterliegenden Elektronen als Fermio-
nen mit Spin, Ladung und Masse auftreten. Weitergehend lässt sich sogar streng zeigen,
z. B. in der Form des Theorems von Haag, dass in einem echt wechselwirkenden Vielteil-
chensystem i. A. keine exakte kanonische Transformation auf ein Einteilchenbild existiert.

Für die Beschreibung der Dynamik eines Systems wechselwirkender Fermionen
existieren hilfreiche approximative Konzepte, welche die Ausbildung kollektiver Moden
und die Formation von ”Quasiteilchen” zum Inhalt haben. Letztere tragen die Quantenzah-
len einzelner Elektronen wie Kristallimpuls, Ladung, Masse und Drehimpulse, enthalten
aber einen Anteil kollektiver Bewegung, oft als ”Backflow” charakterisiert, und besitzen
daher i. A. eine endliche Lebensdauer. Diese divergiert allenfalls nahe der Fermi-Kante.
Das Quasiteilchenkonzept und damit verbunden das der Fermi-Flüssigkeit hat sich in ei-
nigen F̈allen stark wechselwirkender Fermi-Systeme im Bereich tiefer Temperaturen als
außerordentlich n̈utzlich erwiesen, so im Falle der3He-Flüssigkeit oder der sog. ”Schwere-
Fermionen-Verbindungen”. In anderen Fällen, so bei der Klasse der Hochtemperatur-Supra-
leiter, scheint es in seinen Annahmen ”zu einfach” konstruiert zu sein, und zwar auch für
den normalleitenden Zustand.

Im folgenden sollen einigëUberlegungen und Modellrechnungen zum Einteilchen-
aspekt von Festk̈orperelektronen vorgebracht werden, die insbesondere auch die Frage
nach der m̈oglichen Existenz von B̈andern wohldefinierter (= langlebiger) Quasiteilchen
beleuchten. Da man nicht von vorneherein die Natur solcher hypothetischer Quasiteilchen
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kennt, etwa als quantenmechanischeÜberlagerung (Linearkombination) bekannter atoma-
rer Orbitale der Konstituenten des Kristalls oder alternativ von (orthogonalisierten) ebenen
Wellen, scheint der Nachweis von deren Existenz ein ernstes Problem zu sein. Es lässt sich
aber in Form eines Experimentes folgendermaßen lösen: In der Regel kann das ionische
Hintergrundpotential im Festkörper pro Elementarzelle (nur) eine endliche Zahl n von Va-
lenzelektronen binden. In einer Modellrechnung wird das i. A. durch Beschränkung des
Hilbert-Raumes realisiert. Nun ist der Kristallimpulsk eine ”gute Quantenzahl” für Ein-
teilchenanregungen aufgrund der Gittertranslationsinvarianz des Systems; wir wollen wie
in Lehrb̈uchern annehmen, dass die Glattheit eines hypothetischen ”effektiven Einteilchen-
Hamiltonians” die Existenz von stetigen Bändern in der Dispersion erzwingt, die sich durch
die ganze 1. BZ erstrecken. Dann muss es zu jedemk−Wert genau n diskrete (Entartungen
mitgez̈ahlt) Einteilchenenergien geben, die sich in einem spektroskopischen Experiment
als ideal diskrete und scharfe Anregungspeaksäußern sollten. Genau an der Gestalt eines
solchenk−aufgel̈osten Spektrums ließe sich also der Gültigkeitsrahmen eines konventio-
nellen Einteilchenbandbildes festmachen.

Man mag nun einwenden, dass ein außerhalb des Kristalls mit Impuls~ k präparier-
tes Elektron im Kristallinneren aufgrund von Potentialstreuung und Wechselwirkungspro-
zessen zerfällt. Wird die Dynamik aber durch einen effektiven Einteilchen-Hamiltonian
bestimmt, so kommen als m̈ogliche Endzusẗande nur dien-hypothetischen Bandzustände
zu diesemk in Frage; allgemein wird man eine quantenmechanischeÜberlagerung da-
von erhalten. Das registrierte Spektrum wirdn scharfeδ−Zacken enthalten, deren Ge-
wichte sich zum Wert 1 aufsummieren. Die gebrochenzahligen Anteile (”Z−Faktoren”)
ber̈ucksichtigen den Umstand, dass die Wellenfunktion des Ausgangsteilchens noch kei-
ne Eigenfunktion des hypothetischen effektiven Einteilchen-Hamiltonians ist, sondern eine
Linearkombination vonn Stück davon. Im Einteilchenbild, so wie es auch die konven-
tionelle Bandstrukturtheorie vermittelt, kann man also jeder dieser diskreten und scharfen
Resonanzen einen kompletten Bandzustand mit spektralem Gewicht 1 zuordnen, welcher
anteilsm̈aßig nach Maßgabe desZ−Faktors im Ausgangszustand enthalten ist.

Diese Interpretation läßt sich f̈ur ein echt wechselwirkendes System aufgrund der Kor-
relationen nicht aufrechterhalten. Dies zeigt schon das Beispiel einer einzigens−Schale:
Hier existieren zwei o.B.d.A. entartete Einteilchenzustände mitz−Komponente des Spins
gleich ~2σ, σ = ±1, und Energieεσ ≡ ε < 0 = µ im betrachteten Regime. Der Fock-
Raum entḧalt vier Zusẗande, das Vakuum, die beiden Einteilchenzustände und einen Zwei-
teilchenzustand mit Energie 2ε + U, wobei U das lokale Matrixelement der Coulomb-
Abstoßung ist. Falls nunε + U > 0 undT = 0, besteht das Anregungsspektrum für ein
Elektron im Ausgangszustandσ aus zwei scharfenδ−Zacken bei den Energienε undε+U,
jede mit Gewichtζσ = 1

2. Allgemeiner gilt hier

ρσ(ω) = (W0 +W1σ)δ(ω − εσ) + (W1−σ +W2)δ(ω − εσ − U), (1)

wobei WM die Besetzungswahrscheinlichkeiten der vier Fock-Raum-Zustände im ther-
mischen Gleichgewicht sind. Diesen insgesamt vier Resonzen stehen aber nur zwei Einteil-
chenzusẗande gegen̈uber, so dass hier die partiellenZ−Faktoren 0< ζσ = 1

2 < 1 mit echten
Zweiteilchenkorrelationen verknüpft sind und nicht aus einer einfachenÜberlagerung in ei-
ner zugrundeliegenden Einteilchenbasis resultieren. In einer Theorie des effektiven Feldes
(Hartree-Fock-Theorie) ẅurde man die Situation mit Hilfe zweier Einteilchenzustände der
Energie ˜εσ = εσ + 1

2U beschreiben, allgemeiner ˜εσ = εσ + U〈n̂−σ〉, welche eine Coulomb-
Abstoßung durch ein Teilchen der jeweils anderen Spineinstellung mit der durch dessen Be-
setzungszahl〈n̂−σ〉 gegebenen Wahrscheinlichkeit berücksichtigt. F̈ur einen Grundzustand
im Einteilchensektor mit magnetischer Isotropie ist im betrachteten Fall〈n̂↑〉 = 〈n̂↓〉 = 1

2.
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Das Einteilchen-Anregungsspektrum ergibt sich daraus zuρσ(ω) = δ(ω − ε̃σ), im offen-
sichtlichen Widerspruch zu (1). Erst wenn man das effektive Feld selbst als ein Funktio-
nal der tats̈achlichen lokalen Besetzung der Niveaus versteht, kann man für spezifische
Zusẗande (z. B. den Grundzustand) jeweils ein korrektes Ergebnis erhalten. In diesem Fall
verlieren die Energieparameter aber ihre Bedeutung als unabhängige Anregungsenergien
einer Einteilchenbeschreibung. JederÜbergang im Funktional zu Erwartungswerten〈n̂σ〉
von Besetzungszahlen ignoriert die dynamisch produzierten lokalen Korrelationen, welche
z. B. einen unmagnetischen Grundzustand mit kleiner Energieε < ε̃σ < 0 erm̈oglichen: Die
Schale wird vorzugsweise nur dann mit einem Teilchen der Spinrichtungσ besetzt, wenn
keines der anderen Spinrichtung−σ dort vorhanden ist. Das momentane magnetische Mo-
ment mittelt sichüber lange Zeiten hinaus, in denen Teilchenaustausch mit einem ”Bad”
(Umgebung) den Spin variiert.

In einer Modellrechnung entnimmt man das Einteilchen-Anregungsspektrum einer für
den spezifischen Anregungsprozess mit Ausgangszustand der Energieεkν zum Erzeugungs-
operator ˆc+kν (ν = andere Quantenzahlen) gebildeten Einteilchen-Greensfunktion; diese läßt
sich immer in folgender Form schreiben :

Gkν(z) =
1

z− (εkν − µ) − Σkν(z)
. (2)

Σkν(z) ist die irreduzible Selbstenergie, die sich z. B. in einer Störungsentwicklung nach der
Wechselwirkung als Summe verbundener Diagramme berechnen läßt. Ihre wesentlichen
analytischen Eigenschaften liegen fest: Sie ist holomorph in der oberen und unteren Halb-
ebene der komplexen Energievariablenz, und das Einteilchen-Anregungsspektrum ergibt
sich aus der Singularitätenstruktur an der reellen Achse:

ρν(k, ω) = −
1
π

Im Gkν(ω + iδ). (3)

Ein Spektrum f̈ur auf die Elementarzelle beschränkte ”lokale” Anregungen vom Typ
(= ”Band”) ν ergibt sich durchk−Summation:

ρν(ω) = −
1
πN

∑
k

Im Gkν(ω + iδ). (4)

Hierbei istN die Zahl der Zellen im Periodizitätsvolumen. Ohne Wechselwirkungen bzw.
in Hartree-Fock- oder konventioneller Bandstrukturtheorie existiert das System als Fermi-
Gas, falls keine Phasenüberg̈ange eintreten. Allgemeiner ist nach Luttinger (∼1960) eine
Fermi-Fl̈ussigkeit im Kristall durch die Existenz einer Fermi-Fläche charakterisiert, die
sich analytisch aus der Bedingung

ε̃kν + µ = εkν + ReΣkν(ε̃kν)|T=0
!
= 0 ⇒ k = kF (5)

bestimmt. An ihr springen die (ausGkν ableitbaren) Besetzungszahlen für Elektronen im
Zustand (k, ν) bei T = 0 diskontinuierlich. Außerdem bleibt dask−Raum-Volumen des
Fermi-Körpers trotz Verschiebung der Einteilchenenergienεkν → ε̃kν ≡ εkν + ∆εkν un-
ver̈andert, was als Hinweis auf eine Eins-zu-Eins-Zuordnung der ursprünglichen Einteil-
chenfreiheitsgrade zu neuen gesehen werden kann, die allerdings nur nahek = kF den Cha-
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rakter freier Teilchen annehmen. Hier sei angefügt, dass selbst in Abwesenheit langreich-
weitiger Korrelationen unter den Elektronen (Supraleitung, Magnetismus, Ladungsdichte-
wellen etc.) Alternativen zum Fermi-Flüssigkeitszustand bestehen (Luttinger-Flüssigkeit,
quantenkritische Punkte etc.).

Im folgenden wird großkanonisch gerechnet, d. h. ein festes chemisches Potential wird
in den Einteilchenenergien absorbiert. Insbesondere wirdµ(T) = εF = 0 festgelegt. Nahe
einer gut ausgesprägten Resonanzstelle ˜εkν im Spektrum (und insbesondere natürlich im
Fermi-Fl̈ussigkeitszustand für ε̃kν naheµ = 0) kann man Greensfunktion und Anregungs-
spektrum durch Entwicklung der Selbstenergie vereinfachen:

Σkν(ω + iδ) ≈ ReΣkν(ε̃kν) + (ω − ε̃kν)
∂ReΣkν

∂ω
(ε̃kν) + ImΣkν(ε̃kν + iδ)

≡ ε̃kν − εkν +
(
1−

1
ζkν

)
(ω − ε̃kν) − i

1
ζkν
Γkν

mit 0 < ζkν =
1

1−
∂ReΣkν

∂ω
(ε̃kν)

≤ 1, Γkν = −ζkν ImΣkν(ε̃kν + iδ) > 0

⇒ Gkν(ω + iδ) ≈
ζkν

ω − ε̃kν + iΓkν
, ρν(k, ω) ≈

ζkν

π

Γkν

(ω − ε̃kν)2 + Γ2
kν

. (6)

In dieser f̈uhrenden N̈aherung̈außern sich Einteilchenanregungen also durch Lorentz-för-
mige Resonanzen im Spektrum mit BreitenΓkν ( ~

Γkν
ist die Lebensdauer) und Gewichtenζkν,

die nur im G̈ultigkeitsbereich einer Fermi-Flüssigkeitsbeschreibung für Energien naheµ
ganzen Quasiteilchen zugeordnet werden können. Im Rahmen der mikroskopischen Fermi-
Flüssigkeitstheorie zeigt man, dass die Quasiteilchenlebensdauer für T → 0 und|ε̃kν−µ| →
0 divergiert, genauer:

Γkν = 0(T2, (ε̃kν − µ)
2) für k → Fermi-Fl̈ache. (7)

Die urspr̈unglichen Resonanzen der Ausgangsteilchen können durch Wechselwirkungs-
effekte stark kaschiert werden, obwohl sie in der Regel Spuren im backflow hinterlassen.

2 Über Modelle und Vielteilchenmethoden

Konventionelle Bandstrukturtheorie orientiert sich am Bild itineranter Elektronen und be-
nutzt z. B. in der LDA Energiefunktionale, die vom Jellium-Modell inspiriert sind. Da-
gegen sind grundlegende Korrelationsphänomene ḧaufig mit Modell-Hamiltonoperatoren
studiert worden, die sich eher an ein lokales, quantenchemisches Bild der Festkörperbau-
steine anlehnen. In den letzten zwei Jahrzehnten hat dieser lokale Ansatz zum Verständnis
der elektronischen Eigenschaften vonÜbergangsmetallverbindungen entscheidende Bei-
träge geleistet. In Anwesenheit starker lokaler Korrelationen unter den Elektronen ist bei
hohen Anregungsenergien oft die atomare Schalenstruktur prägend, ẅahrend sich bei tie-
fen Temperaturen und Anregungsenergien exotische Quasiteilchen und/oder kooperative
Pḧanomene ausbilden. Seit einigen Jahren wird versucht, diesen Modellstudien zunehmend
realistischere Z̈uge zu geben, um sie letztlich zu einem weitgehend parameterfreien uni-
versellen Werkzeug der Festkörpertheorie zu entwickeln. Hier bietet sich die Perspektive,
auch Suszeptibiliẗaten, Transportkoeffizienten und Spektren für allgemeinere Formen von
Anregungen einheitlich aus einem theoretischen Aufbau zu erzeugen, welcher auch den
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Vielteilchenaspekten gerecht wird.

Diese Vision beinhaltet mehrere Schritte, die jeder für sich breite Problemkreise der
Festk̈orpertheorie umfassen. Am Anfang steht immer die Auswahl einer Einteilchenbasis
zum Aufbau des Fock-Raumes, die die Formulierung eines Modellhamiltonians in Beset-
zungszahldarstellung gestattet und so die Anwendung guter Vielteilchentechniken ermög-
licht. Eine solche Basis muß optimal ausgewählt werden, um z. B. Wechselwirkungsma-
trixelemente klein und m̈oglichst lokal zu halten. Alleine bei diesem Schritt schon (und
vielleicht nur dort) k̈onnen N̈aherungen wie LDA oder Hartree-Fock eine wichtige Rol-
le spielen, etwa um Abschirmungen und effektive Feldanteile schon in die Ausgangsbe-
schreibung zu integrieren, so dass Korrelationen den verbleibenden Restwechselwirkungen
zuzuschreiben sind. Im Kristall resultieren so Bloch-Zustände mit itinerantem Charak-
ter. Um nun das lokale Bild zu implementieren, das seine Vorzüge dann entfaltet, wenn
kurzreichweitige Matrixelemente der Coulomb-Wechselwirkung und eine lokale Schalen-
struktur dominieren, sollte man mit geeigneter Phasenwahl in Linearkombinationen der
Bloch-Zusẗande jedes Bandes zu gut lokalisierten Wannierzuständenübergehen. Nur die-
ser Weg erḧalt einerseits den lokalen Charakter des Problems und garantiert andererseits die
notwendige Orthogonalität der Einteilchenbasis, die z. B. in den kanonischen Antivertau-
schungsrelationen für Ereugerc+kν und Vernichterckν von Elektronen in den Basiszuständen
zum Ausdruck kommt. Rein atomare Orbitale an benachbarten Zentren im Festkörper
sind ja in der Regel nicht orthogonal zueinander. Läßt sich dieser erste Schritt kontrol-
liert durchf̈uhren, verf̈ugt manüber einen Modell-Hamiltonian mit bekannten Parametern;
der Parametersatz kann zum Zweck praktischer Berechnungen, einer Größenordnungsana-
lyse folgend, eingeschränkt werden. Dabei k̈onnen Einsichten̈uber atomare Schalen und
molekulare Matrixelemente hilfreich sein, i. P. ist hier Input z. B. aus der Quantenchemie
gefragt.

Eine besondere Schwierigkeit bei Problemen mit großen lokalen Beiträgen der Rest-
wechselwirkung liegt in ihrem nichtstörungstheoretischen Charakter. Bei einem Coulomb-
Matrixelement wieU von der Gr̈oße etwa der fiktiven Bandbreite oder mehr liegt dies auf
der Hand. Besonders gefährlich ist aber auch die endliche ZustandsdichteρF im metalli-
schen Zustand um das chemische Potential herum, die evtl. zusammen mit orbitalen oder
Spin-Entartungen Infrarot-Divergenzen in Störungsentwicklungen erzeugt. Einfache Bei-
spiele sind Schwellensingularitäten in der R̈ontgenstreuung oder der Kondo-Effekt. Aber
auch die f̈ur die Supraleitung wichtige Cooper-Instabilität und die Nichtanalytiziẗat der re-
sultierenden BCS-̈UbergangstemperaturTc ∼ exp[− 1

gρF
] im effektiven Wechselwirkungs-

parameterg zeugt von diesem Sachverhalt. Eine Störungstheorie l̈aßt sich nun nicht nur auf
der Restwechselwirkung, sondern alternativ auch auf den Transfer- oder Hybridisierungs-
Matrixelementen des Hamiltonians zwischen benachbarten Zentren aufbauen, die in der
angesprochenen Situation oft weit schwächer sind als die führenden Coulomb-Matrix-
elemente. Dabei verliert man allerdings den Vorteil, die von Feynman angegebenen Re-
geln verwenden zu k̈onnen, weil der ungestörte Zustand selbst schon nicht mehr im Ein-
teilchenbild beschreibbar ist, vgl. das obige Beispiel der korreliertens−Schale. Doch auch
hierfür stehen nun gut entwickelte Techniken zur Verfügung, die mit Kumulanten-Wechsel-
wirkungen, zeitgeordneten Diagrammen oder mit selbstkonsistenten dynamischen Feldern
um effektive Gitterpl̈atze herum arbeiten. Selbst Wilsons Renormierungsgruppe, ursprüng-
lich für das Kondo-Problem einer einzigen magnetischen Störstelle entwickelt, l̈aßt sich
in diesem allgemeinen Zusammenhang verwenden. Dabei ist klar, dass man in der Regel
in allen Sẗorungsentwicklungen auch dieser Art Klassen von Beiträgen bis in unendliche
Ordnung aufzusummieren hat, um die in jeder Ordnung entstehenden Infrarot-Divergenzen
effektiv zu eliminieren. Insofern sind diese Techniken echt ”nichtstörungstheoretisch”; sie
lassen sich aber oft durch endliche Skelettgraphenentwicklungen im Rahmen erhaltender
Näherungen formulieren.
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Den Grund f̈ur das Auftreten von Divergenzen kann man leicht verstehen: Anregungen
von Elektronen der Energieε mit Besetzungswahrscheinlichkeitf (ε) aus dem Fermi-See
in einen leeren Zustand auf einer lokalen Energieschale mitÜbergangsenergieEn+1−En ≡

∆E infolge von Hybridisierungsprozessen mit AmplitudeV bewirken in zweiter Ordnung
folgende Korrektur an der Selbstenergie des lokalen Ausgangszustandes:

Σlok(ω + iδ) ≈ αV2
∫ W

−W
dε

ρ(ε) f (ε)
ω + iδ − ∆E + ε

≈ αρFV2

[
ln |
ω − ∆E

W
| − iπθ(ω − ∆E)

]
. (8)

Hierbei wird |ω − ∆E| � W ≡ halbe Bandbreite sowieT → 0 angenommen, undα ist
die Entartung des Einteilchenorbitals auf der lokalen Schale. Die logarithmische Diver-
genzen treten in allen Ordnungen der Störungsentwicklung auf und begründen eine eigene
EnergieskalaTK ∼ exp [− |∆E|

V2ρF
], ρF ≈

1
W , die im Ausgangsproblem zunächst nicht er-

kennbar ist, aber z. B. in Anregungsspektren eigene Strukturen erzeugt. Diese können stark
temperaturabḧangig sein und treten in charakteristischen Fällen z. B. als ”Abrikosov-Suhl-
Resonanz” oder ”B̈ander Schwerer Fermionen” auf.

Angesichts der zu erwartenden Komplexheit korrelierter Bandstrukturen haben sich
Studienüber lange Jahre auf Modell-Hamiltonoperatoren konzentriert, in denen Grundty-
pen von Hybridisierungs- und Wechselwirkungstermen in Verbindung mit einfachen Band-
strukturen und einfachen atomaren Schalenzuständen auftreten. In den letzten Jahren begin-
nen solche Rechnungen nun realistischer und komplizierter zu werden, und es erweist sich
als außerordentlich nützlich für die Einscḧatzung der Ergebnisse, wichtige Grundphäno-
mene und ihre typischen Parameterabhängigkeiten genau zu kennen. In den 60er bis 80er
Jahren wurde viel Arbeit auf das Störstellenmodell von Anderson verwendet,

Ĥ =
∑
σ

ε f n̂
f
σ + Un̂f

↑
n̂f
↓
+
∑
k,σ

εkn̂
c
kσ −

1
√

N

∑
k,σ

Vk( f̂ +σ ĉkσ + ĉ+kσ f̂σ)

= Ĥ(0)
f + ĤBand+ Ĥ(0)

hyb mit n̂f
σ = f̂ +σ f̂σ, n̂c

kσ = ĉ+kσĉkσ, (9)

weil es unter anderem die Entstehung magnetischer Korrelationen zu studieren gestat-
tet und weil es im energetischen Regimeε f < 0 < ε f + U die Kondo-Physik dess −
d−Austausch-Modells einbettet; eine formale Abbildung gelingt mit Hilfe der Schrieffer-
Wolff-Transformation. In den ersten beiden Termen erkennt man den Hamiltonian für die
oben besprochene einzelnes−Schale (o. B. d. A. am Gitterplatz R0 = 0, der Index f
dient nur zur Unterscheidung), der nächste Term beschreibt ein Band mit nichtwechsel-
wirkenden Zusẗanden (Index c) und der letzte Term eine Hybridisierung zwischenf− und
c−Zusẗanden mit AmplitudeVk. Diek-Abhängigkeit dieses Hybridisierungs-Matrixelementes
bestimmt sich durch die lokale Physik: Erfolgt die Hybridisierung zwischen Zuständen am
selben Gitterplatz (das ist oft durch Symmetrie verboten), so kann manVk = V unabḧangig
vonk annehmen. Erfolgt sie zwischen Zuständen an n̈achsten Nachbarn in einem kubischen
Gitter ind Raumdimensionen, so ergibt sich

Vk = −2V
d∑

s=1

cosksa ≡ V · ∆εk, a = Gitterkonstante. (10)

Generell l̈aßt sich auch die Dispersionεk der Bandzusẗande von einem lokalen Standpunkt
aus spezifizieren. In Tight-Binding-N̈aherung ergibt sich z. B. wieder für das kubische
Gitter

εk = εc + tc∆εk, (11)

wobeiεc das dem Band zugeordnete ”atomare” Niveau undtc eine Transferamplitude (auch
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eine Form von Hybridisierung) zwischen nächstbenachbartenc−Orbitalen ist. Alle denkba-
ren Vielteilchenmethoden wurden an diesem Modell ausprobiert. Für die Thermodynamik
existiert eine numerisch exakte Lösung (Wilsons Renormierungsgruppe, Nobelpreis 1974)
und eine analytisch exakte mit dem Bethe-Ansatz. Insofern dient dieses Modell zur Beurtei-
lung und Eichung auch approximativer Methoden, die auf kompliziertere Modelle mit dem
oben erẅahnten Typ von Infrarotdivergenzen angewendet werden sollen. Darunter sind die
von mir mitentwickelten und bevorzugten analytischen Skelettgraphenentwicklungen nach
Transfers und Hybridisierungen, welche die nichtstörungstheoretischen Skalen der Kondo-
Physik richtig wiedergeben und in gut kontrollierter Weise auch dynamische Größen (z. B.
Spektren) zu berechnen gestatten. Da in diesem Rahmen der ungestörte AnteilĤ(0)

f + ĤBand

schon Wechselwirkungen enthält, kann man dazu keine Feynman-Diagramme verwenden;
die Sẗorungsentwicklung besitzt eine von diesem Standard abweichende Form und ge-
schieht mit Hilfe von zeitgeordneten Diagrammen im lokalen Teil.

Von Interesse f̈ur eine Diskussion des Bandbildes sind natürlich Hamiltonoperatoren
mit Gittertranslationsvarianz. So läßt sich das Störstellenmodell (10) zum Anderson-Gitter-
Modell erweitern, indem man auf jedem Gitterplatz Rj eine s−Schale annimmt und mit
dem Band hybridisieren läßt:

Ĥ =
∑

j

(∑
σ

ε f n̂
f
jσ + Un̂f

j↑n̂ j↓

)
+
∑
k,σ

εkn̂
c
k,σ −

1
√

N

∑
k, j,σ

Vk

(
eikR j f̂ +jσĉkσ + e−ikR j ĉ+kσ f̂ jσ

)
= Ĥ f + ĤBand+ Ĥhyb. (12)

Bez̈uglich εk und Vk gelten dieselben Bemerkungen wie vorher. Mögliche einfache Er-
weiterungen betreffen die Schalenstruktur (orbitale Entartungen und Austausch-Wechsel-
wirkungen) sowie echte Wechselwirkungen zwischenf−undc−Zusẗanden am selben Git-
terplatz oder zwischen nächsten Nachbarn. Diese haben in der Literatur Anlaß zu inter-
essanten Studien̈uber Spin- und Ladungsordnungsphänomene gegeben. In erster Linie
aber diente das Anderson-Gitter-Modell zur Analyse des Verhaltens von Compounds mit
Übergangsmetall-Ionen, die das Zwischenvalenzphänomen (homogen kohärenter Grund-
zustand mit gebrochenzahliger Schalenbesetzung) zeigen oder sehr schmale Bänder von
Quasiteilchen (Schwere Fermionen) ausbilden. Insbesondere das zuletzt genannte Phäno-
men l̈aßt sich als eine Art ”kollektiver Kondo-Effekt” verstehen. F̈ur das Gittermodell exis-
tiert keine exakte L̈osung. Die f̈ur das Sẗorstellenmodell (10) erẅahnten Methoden lassen
sich aber mit guten approximativen Behandlungen der Gitteraspekte kombinieren; dazu
folgen unten weitere Erläuterungen.

Gleichung (12) beschreibt nicht das einfachste nichttriviale (= wechselwirkende) Git-
termodell. Man kann n̈amlich dies−Schalen auf benachbarten Gitterplätzen durch Trans-
ferterme verbinden und Hybridisierungen mit anderen Zuständen (oder B̈andern) abschal-
ten. Man gelangt so zum Hubbard-Modell

Ĥ = Ĥc − tc
∑
j,σ

∑
` n.N.von j

(ĉ+jσĉ`σ + ĉ+`σĉ jσ), Ĥc = Ĥ f ( f → c). (13)

welches direkt die Bandbildung selbst unter dem Einfluß von Wechselwirkungen zu studie-
ren gestattet. F̈ur ein einfach-kubisches Gitter im nichtwechselwirkenden FallU = 0 erḧalt
man ein einfaches Tight-Binding-Band mit der Dispersion (11). Für wachsendesU > 0
werden zunehmend lokale Ladungsfluktuationen unterdrückt, im freien Band dagegen sind
z. B. bei Halbf̈ullung alle vier Kombinationen von ˆnc

j↑ = 0,1 undn̂c
j↓ = 0,1 gleich wahr-

scheinlich. Das Regime bei großemU > 2 tc nahe Halbf̈ullung ist von besonderem In-
teresse, da das Band sich in ein oberes und ein unteres Teilband trennt; die Ausbildung
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einer Anregungslücke im halbgef̈ullten Fall impliziert einen Metall-Isolator-̈Ubergang. In
der N̈ahe des kritischen WertesUc der Coulomb-Abstoßung kommt es zu ausgeprägten
Korrelationseffekten: F̈ur U . Uc bilden sich wieder B̈ander mit schweren Quasiteilchen
aufgrund des unterliegenden kollektiven Kondo-Effektes, f̈ur U > Uc bleibt ein nahezu
unbewegliches Elektron pro Gitterplatz (das untere Teilband ist gefüllt), und virtuelle An-
regungen ins obere Teilband erzeugen effektive antiferromagnetische Austauschwechsel-
wirkungen. Geringe Loch-Konzentrationen in diesem strukturierten Hintergrund-Vakuum
können m̈oglicherweise zu Supraleitung führen, was vielleicht f̈ur die Klasse der Hoch-
Tc−Supraleiter relevant ist. Auch im Anderson-Gitter-Modell läßt sich die Wechselwirkung
auf den Schalen abschalten; dann ergibt sich ein freies Hybridisierungsmodell, in dem man
eine andere, trivialere Art von L̈uckenbildung vorliegen hat als die oben erwähnte. Die
freien Hybridisierungs- und Tight-Binding-Modelle lassen sich trivial analytisch lösen und
ermöglichen die Identifikation ”einfacher” Strukturelemente in Anregungsspektren.

Für die Lösung von Gitterproblemen mit Restwechselwirkungen wurde in den 80er und
90er Jahren ein Approximationsschema entwickelt, welches auf der Dominanz lokaler Kor-
relationen beruht. Zur Beschreibung homogener Zustände teilt man den Kristall in einen
”effektiven Gitterplatz” und seine ”Umgebung” auf. Der effektive Gitterplatz besitzt die un-
terliegende Schalenstruktur des Ausgangsproblems inklusive der Wechselwirkungen. Die
zur Schale beitragenden Einteilchenorbitale werden durch Hybridisierung mit der Umge-
bung be- und entv̈olkert, wobei die von der Umgebung bereitgestellte spektrale Intensität
in selbstkonsistenter Weise aus Elektronen aufzubauen ist, die selbstüber effektive Gitter-
plätze propagieren. In einfachen Fällen (wie in den obigen Modellen) wird der effektive
Gitterplatz durch den Störstellen-Hamiltonian (9) von Anderson beschrieben, in dem aber
die Banddispersionεk in ihrer lokalen Wirkung am effektiven Gitterplatz (d. h.k-summiert)
durch eine effektive energieabḧangige SpektralfunktionρT(ω) zu ersetzen ist. In der Lite-
ratur wirdρT auch als ”dynamisches Feld” bezeichnet, und das ganze Schema ”Dynami-
sche Mean-Field-Theorie (DMFT)” genannt. Es muß aber erwähnt werden, dass weder die
Idee des DMFT-Ansatzes zur Zeit der Namesprägung neu war (eine Theorie mit effek-
tiven Gitterpl̈atzen und effektiven Spektralfunktionen gibt es seit 1984) noch die genaue
Auspr̈agung der Selbstkonsistenzschleife, die schon seit 1985 als XNCA-Theorie existiert
(Kuramoto). Dieses Approximationsschema hat sich einerseits in dem hier skizzierten Rah-
men als sehr erfolgreich erwiesen und andererseits auch als ”einfach” genug, um praktisch
ausgef̈uhrt werden zu k̈onnen. Das liegt daran, dass der Gitterteil des Problems, die Propa-
gationüber die Gitterpl̈atze der ”Umgebung”, mit Random-Walk-Techniken gelöst werden
kann und dass andererseits für Lösungen der effektiven Sẗorstelle die erẅahnten erprob-
ten Verfahren zu (10) zur Verfügung stehen. Technisch besteht die Näherung darin, dass
in der Selbstenergie der Elektronen nur solche Prozesse berücksichtigt werden, bei denen
die beiden̈außeren Linien am selben Gitterplatz angreifen. Die Verwendung des dynami-
schen FeldesρT stellt dann sicher, dass die Schale auf die Umbesetzung mit allen mögli-
chen intermedïaren Anregungsprozessen reagieren kann. Was allerdings verboten bleibt,
ist die gegenseitige Beeinflussung solcher Prozesse an anderen Gitterplätzen. Die dadurch
hervorgerufenen zusätzlichen nichtlokalen Korrelationen können in Form von nichtloka-
len Diagrammen der geschilderten ”Lokal Vollständigen Theorie” hinzugefügt werden, die
sich mit Hilfe von Kumulanten-Vertizes formulieren lassen.

Die Verbindung der Einteilchendynamik auf dem effektiven Gitterplatz mit der Teil-
chenpropagation in seiner Umgebung läßt sich in einer̈uberraschend einfachen Weise voll-
ziehen, welche in den 90er Jahren die DMFT für Studien des Hubbard-Modells sehr po-
pulär gemacht hat. Von zentraler Bedeutung ist die Konstruktion der Einteilchen-Greens-
funktion Gσ(z) der auf der korrelierten Schale des effektiven Gitterplatzes residierenden
Elektronen als Funktional der effektiven SpektralfunktionρT(ω), also

Gσ(z) = Gσ[ρT ; z] , (14)
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unter Ber̈ucksichtigung aller intermediären lokalen Anregungsprozesse. Bei freier Propa-
gation durch das Gitter vermittels Transfer-Prozessent · ∆εk zwischen gleichen effekti-
ven Gitterpl̈atzen ẅurde die in denk−Raum transformierte Einteilchen-Greensfunktion des
kompletten Systems einfach die Gestalt einer geometrischen Reihe haben:

Gkσ(z)
?
= Gσ(z) +Gσ(z)t∆εk Gσ(z) + . . . = [Gσ(z)−1 − t∆εk ]−1 . (15)

Da nun aber jeder vom ausgewählten Gitterplatz ausgehende und dorthin wieder zurück-
laufende Random-Walk durch das Gitter in Form einer inneren Schleife bereits als inter-
medïare lokale Anregung in (14) berücksichtigt ist, muß man alle geschlossenen Schleifen
aus (15) wieder herausschneiden. Nennt man den Beitrag einer solchen SchleifeTσ(z) (dies
ist selbst eine mit (15) verwandte Greensfunktion), so läßt sich der Schneidevorgang in der
geometrischen Reihe (15) durch eine direkte Kompensation vollziehen, so dass der richtige
Zusammenhang einfach so lautet:

Gkσ(z)
!
= [Gσ(z)−1 + Tσ(z) − t∆εk ]−1 . (16)

Gleichzeitig ergibt sich die für (14) gebrauchte Spektralfunktion offensichtlich als die zur
GreensfunktionTσ geḧorige:

ρT(ω) = −
1
π

ImTσ(ω + iδ) . (17)

Nun ben̈otigt man noch einen expliziten Ausdruck für die letzte unbekannte GrößeTσ. Man
kannTσ auf unterschiedliche Weise wieder aufGkσ oderGσ zurückführen. Die einfachste
davon benutzt die Tatsache, dass die Einteilchen-GreensfunktionGkσ für Anregungen mit
Wellenvektork nachk−Summation wieder diejenige für lokale Anregungen auf dem effek-
tiven Gitterplatz geben muß, alsoGσ. Bei Verwendung von (16) für Gkσ erḧalt man daraus
eine implizite Gleichung f̈ur Tσ:

Gσ(z)
!
=

1
N

∑
k

Gkσ(z) =
(16)

1
N

∑
k

[Gσ(z)−1 + Tσ(z) − t∆εk ]−1. (18)

Mit der Berechnungsvorschrift (14), (16) für Gkσ hat man insgesamt ein in sich geschlos-
senes Schema erhalten. Meist (und auch bei mir) wird dies in Form eines Iterationspro-
zesses abgearbeitet: Mit einer bekannten FunktionρT(ω) (hier gilt es auch, einen geschick-
ten Iterationsanfang zu setzen) führt man die Berechnung (14) aus, danach bildet man
G̃σ(z)−1 ≡ Gσ(z)−1 + Tσ(z), führt dann diek−Summe in (18) mit dem Transferterm aus
mit einem neuen Ergebnis für Gσ(z) und bildet schließlicḧuberTσ(z) = G̃σ(z)−1 −Gσ(z)−1

gem̈aß (17) eine neue Version vonρT(ω). Konvergenz des Verfahrens wird in der Regel
erreicht, wenn die Parameterwahl nicht zu pathologisch ist. Die strukturelle Klarheit dieses
Schemas l̈aßt sich auch f̈ur Hybridisierungsmodelle und für kompliziertere Schalendyna-
miken beibehalten: Die in den Gleichungen (14) bis (18) auftretenden Größen sind dann
als Matrizen zu verstehen. Obwohl auch die darin auftretenden Invertierungen numerisch
Probleme aufwerfen k̈onnen, ist doch die Beherrschung eines guten ”Impurity Solvers” für
(14) das wesentliche technische Element des Verfahrens.
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3 Diskussion von Beispielen

Im folgenden werden eine Reihe von Einteilchen-Anregungsspektren gezeigt und bespro-
chen, welche mit Hilfe eines von mir in den letzten Jahren geschriebenen Programmpakets
erstellt wurden. Dieses Paket beruht auf Erfahrungen, die ich in etwa 25 Jahren numeri-
scher Bescḧaftigung mit den oben skizzierten Problemkreisen gesammelt habe. Es dient
auch zum Kontrollvergleich mit den Programmversionen, die meine Mitarbeiter für spezi-
fische Anwendungen schreiben und die für diese Zwecke oft schneller sind. Meine eigene
Programmstruktur ist eher auf Flexibilität und vielfache Anwendungsm̈oglichkeiten aus-
gelegt als auf spezielle und schnelle Lösungswege. Es beinhaltet Berechnungsmöglichkei-
ten für mehrer Modelle mit jeweils mehreren Lösungsmethoden unterschiedlicer Qualität
und beruht auf einem Satz von Grundfunktionalitäten f̈ur die Darstellung und Verarbei-
tung komplexer, auch singulärer Funktionen. In vielen F̈allen hat sich gezeigt, dass der
Vergleich numerischer Ergebnisse aus zwei voneinander unabhängig erstellten Programm-
strukturen in diesem Feld sehr nützlich ist. Wichtig scheint mir eine gewisse eigenständi-
ge ”Intelligenz” der im C++−Progamm auftretenden Klassen, die optimale Darstellungen
für Funktionen mit stark ausgeprägten, aber nicht gut vorhersagbaren Strukturen selbst
finden m̈ussen. Ein Beispiel ist in Abb. (1a) gezeigt. Die darzustellende Funktion ist das
Spektrum des PropagatorsP0, der die Laplace-transformierte Zeitentwicklung eines Anre-
gungsprozesses auf der leeren korreliertens−Schale beinhaltet, welche mit einem Band von
Zusẗanden hybridisiert. In den Funktionsdarstellungen unten erkennt man links eine schar-
fe (Röntgenabsorptions-)Kante, mit der das Spektrum einsetzt und die mit intensiven sehr
lange andauernden niederenergetischen Umordnungsprozessen im Fermi-See (Elektron-
Loch-Anregungen) verkn̈upft ist. Vor dem Einsetzen der breiteren Hauptresonanz, welche
die Wahrscheinlichkeit f̈ur eine komplette Entv̈olkerung der Schale bei der betreffenden
Energie bestimmt (hier ist das Vakuum vorwiegend nicht realisiert, sondern der einfach
besetzte Schalenzustand), liegt noch ein kleiner Dip, der von einer van-Hove-Singularität
im Tight-Binding-Band herr̈uhrt. In den oben gezeichneten Abbildungsteilen erkennt man
die vom Programm selbst gewählte Sẗutzstellenmenge im Darstellungsintervall [−15,15]
und das Aussehen der Funktion, wenn diese Stützstellen̈aquidistant l̈agen. In der Abb. (1b)
ist dasselbe f̈ur das Anregungsspektrum auf einer einfach gefüllten (Elektron mit Spinσ)
s−Schale gezeigt. Hier sind die Verhältnisse noch extremer, da nach der Füllung (Ener-
giegewinn ist die SchwellenenergieEg ≈ - 1.2) fast ausschließlich die niederenergetische
Restrukturierung des Fermi-Sees abläuft. Es ist sehr wichtig, diese Strukturen trotz unge-
wisser Lage z. B der Schwelle numerisch akkurat zu beschreiben, denn grundsätzlich erge-
ben sich Greensfunktionen für Einteilchenanregungen (und deren Spektren) aus Beiträgen,
in denen Faltungen der Form

Gσ(z) ∼
�
C

dz′e−βz
′

P0(z′)P1σ(z+ z′) + . . . (19)

vorkommen. Der WegC umfährt dabei die komplette Singularitätenstruktur der Propaga-
torenPM im Integranden, die typisch durch algebraische Verzweigungsschnitte auf den
jeweiligen reellen Achsen Imz′ = 0 und Im(z+ z′) = 0 gepr̈agt ist.

Selbst noch bei den lokalen (= k−summierten) Zustandsdichten einfacher Tight-Binding-
Bänder ist eine gut automatisierte Stützstellenauswahl von großem Vorteil, denn einerseits
tragen sie van-Hove-Singularitäten, die besonders in niedriger Raumdimension stark aus-
gepr̈agt sind, und andererseits gehen sie mehrfach in allen Rechnungen in die Integralkerne
ein; weniger Sẗutzstellen bedeuten hier großen Zeitgewinn. Abb. (2b) oben zeigt die Zu-
standsdichten für ein einfach-kubisches Gitter ind = 1,2,3 Raumdimensionen, für d→ ∞
wird der gaussische Grenzfall approximiert. Diesen und weitere Möglichkeiten sieht man
in Abb. (2) unten. F̈ur die folgenden Rechnungen wird der Fall 3d−scgeẅahlt. Dieser ist in
Abb. (2a) noch einmal mit einer typischen Stützstellenwahl durch das Programm gezeigt.
Die unterliegende Bandstruktur erkennt man in der folgenden Abb. (3a). Aufgetragen wird
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hier die spektrale Dichte der Einteilchenanregungenüber derk-ω−Ebene, wobei man eine
Strecke des Wellenvektorsk innerhalb der kubischen 1. Brillouin-Zone auswählen muß.
Dies ist hier in der Regel die vom MittelpunktΓ zum Eckpunkt l̈angs der Raumdiagona-
len in [1,1,1]−Richtung, vgl. Abb. (3a) unten; wie in Abb. (3b) gezeigt, kann man das z.
B. zu einer Bandstruktur längs eines geschlossenen Umlaufes komplettieren. Für das zu-
grunde liegende triviale Tight-Binding-Modell, exakt lösbar mit der Bandstruktur aus Gl.
(11), ergibt sich ein Band vonδ−Zacken, die f̈ur die Darstellung k̈unstlich etwas verbreitert
wurden. Die Projektion der Spitzen auf diek-ω−Ebene ergibt gerade die von (11) beschrie-
benen Kosinus-f̈ormigen B̈ander. Die van-Hove-Singularitäten beiω = ±1 undω = ±3 in
Abb. (3a) oben ergeben sich aus den flachen Portionen der Bänder in der Mitte und an den
Rändern der 1. BZ. In niedrigen Raumdimensionen, vgl. Fig. (2b) oben, führt das noch zu
echten Divergenzen.

Auch für das Freie Hybridisierungsmodell Gl. (12) mitU = 0 läßt sich die Bandstruktur
nach Diagonalisierung leicht ablesen; man erhält zwei Zweige mit den Dispersionen:

ε(±)
k =

ε f + εk

2
±

√( ε f − εk

2

)2
+ V2

k . (20)

Lokale Zustandsdichten und Bandstrukturen sind in Abb. (4) und (5) gezeigt. Dabei ist
die Gegen̈uberstellung von Hybridisierung zu nächsten Nachbarn Abb. (4) und lokaler Hy-
bridisierung Abb. (5) recht aufschlussreich: Mit der Wahlεc = 0 in (11) liegt das Band
εk symmetrisch um das lokale Niveauε f und das chemische Potential, beide beiω = 0.
Für Hybridisierung zu n̈achsten Nachbarn besitztVk gem̈aß Gl. (10) dann eine Nullstel-
le beim Durchgang durch die Fermi-Fläche, d. h. f̈ur Vk ∼ ∆εk = 0. Die Hybridisierung
wirkt hier also stark im Innern und am Rand der 1. BZ und schwach naheω = 0. Dagegen
wirkt eine lokale Hybridisierung (infolge fehlenderk−Abhängigkeit)überall gleich stark.
Zweckm̈aßig ist der Vergleich f̈ur Fälle integral gleicher Hybridisierungsintensität, d. h.
1
N

∑
k
(
∆εkVnN

)2
= 1

N

∑
k V2

lokal = V2
lokal, woraus sich mit der in Abb. (3a) gezeigten Zu-

standsdichte eine RelationVlokal ≈ 2.45 VnN ergibt. Es ist nun verständlich, warum in Abb.
(4) beiω = 0 keine Hybridisierungslücke auftritt, ẅahrend f̈ur wachsendesω das lokale
Spektrumρ f

σ zunehmende Dispersion aufweist, also durch diek−Abhängigkeit der Hybri-
disierungsamplitudeVk gepr̈agt ist. F̈ur den Fall der Abb. (5) sagt Gl. (20) mit konstantem
V eine L̈ucke der Gr̈oße 2V beiω = 0 voraus; dar̈uber hinaus zeigt der lokale Anteil der
Bandstruktur viel weniger Dispersion dort, woε f = 0 und εk sehr verschieden werden.
Solche ”trivialen” Strukturelemente können in den echt wechselwirkenden Varianten der
Modelle großen Einfluss auf die Form möglicher Quasiteilchenb̈ander naheµ = 0 haben.

Obwohl das Sẗorstellenproblem (9) nicht global die Bandstruktur des Kristalls beein-
flusst, kann die Zustandsdichteρ f

σ(ω) für lokale Einteilchenanregungen auf der korrelier-
ten Schale doch wertvollen Aufschlussüber die Formation von Quasiteilchenbändern in
gitterperiodischen Systemen mit stark lokal geprägten Korrelationen zwischen den Elek-
tronen geben. Insbesondere läßt sich im ”Kondo-Regime”ε f < 0 < ε f + U , |ε f | �

∆ = πV2ρF die Entstehung des Kondo-Effektes anhand dieses Anregungsspektrums nach-
vollziehen. Urspr̈unglich verstand man unter ”Kondo-Effekt” das anomal starke Anstei-
gen des Restwiderstandes eines metallischen Kristalls zu niedrigen Temperaturen hin in-
folge der Streuwirkung magnetischer Störstellen. Der magnetische Freiheitsgrad ergibt
sich hier aus dem Spin mit Quantenzahlσ des Elektrons auf der vorwiegend einfach
besetzten lokalen Schale. Im betrachteten Regime bewirkt die Hybridisierung mit den
Bandzusẗanden eine effektive antiferromagnetische Austauschwechselwirkung∼ JSf sc =

JSfzscz + J(S f+ sc− + S f− sc+ ) (J > 0), die zur Abs̈attigung des magnetischen Moments
auf der Schale durch angelagerte Bandelektronen (1. Term) und gleichzeitig zu starken
Quantenfluktuationen der transversalen Anteile der Spins (2. und 3. Term) führen. Dies ge-
schieht in zunehmendem Maße bei fallender Temperatur, getrieben durch die im vorigen
Abschnitt erẅahnten Divergenzen, und führt unterhalb der dynamisch erzeugten Kondo-
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Skala, d. h. f̈ur T < TK ≈
√

W exp
[
−

|ε f |

V2 ρF

]
, zu einem lokalen Singulett-Zustand. Da-

mit wird auch das weitere Anwachsen der magnetischen Suszeptibilität unterbunden, wel-
che ohne diesen Effekt einem Curie-Gesetz folgen würde. Ihr hoher, beiT < TK nahezu
konstanter Wert l̈aßt sich nach Nozieres als die Pauli-Suszeptibilität einer lokal gebilde-
ten Fermi-Fl̈ussigkeit verstehen. Der Einfang von Bandelektronen in das Singulett wirkt
als sehr effektiver Streumechanismus und ist für den starken Anstieg des Widerstandes
verantwortlich. Der sich mit dem Effekt ausbildende scharfe Peak in der Zustandsdich-
te ρ f

σ(ω) (Breite ≈ kBTK , Höhe ≈ 1
π∆

mit ∆ = πV2 ρF ist durch eine Summenregel
festgelegt) nahe der Fermi-Kante läßt sich in diesem Zusammenhang als Streuresonanz
deuten; er heißt ”Abrikosov-Suhl-Resonanz”. Man erkennt ihn in Abb. (6a) in der Mit-
te der 3-Peak-Struktur. Im Gegensatz zu den naheω ≈ ε f bzw. ω ≈ ε f + U gelegenen
verbreiterten Einteilchenresonanzen der Schale, zeichnet sich die AS-Resonanz durch eine
starke Temperaturabhängigkeit auf der SkalaTK aus (hierβK ≡ 1/kBTK ≈ 50), die f̈ur
die unterliegenden Vielteilchenkorrelationen typisch ist; für T � TK verschwindet sie lo-
garithmisch. In starker Vergrößerung derω− Achse erkennt man in Abb. (6b) Real- und
Imagin̈arteil der Suszeptibiliẗat der korrelierten Schale. Das starke Anwachsen vonReχ(ω)
und die S̈attigung vonReχ(0) für T � TK bei einem Vielfachen des Hochtemperaturwertes
signalisiert die Formation der magnetisch leicht polarisierbaren lokalen Fermi-Flüssigkeit.

Die Berechnung dieser Effekte bildet einen Prüfstein f̈ur die Qualiẗat des hier und auch
sp̈ater bei den Gittermodellen verwendeten ”Impurity Solvers”. In meiner Gruppe sind da-
zu analytische N̈aherungen wie die NCA in verschiedenen Versionen und eine Post-NCA
entwickelt worden. Daneben kam Wilsons numerische Renormierungsgruppe zum Ein-
satz, die in den 90er Jahren für die Berechnung dynamischer Einteilchengrößen erweitert
wurde. In meinem Programmpaket läuft augenblicklich eine SNCA (= Simplified-Non-
Crossing-Approximation), welche die vier Skelett-Diagramme niedrigster Ordnung für die
Selbstenergien der Ionischen PropagatorenPM verwendet, sowie eine ENCA (= Enhanced
NCA), die zus̈atzlich vier Skelette mit Vertex-Korrekturen einbezieht. Insbesondere die
ENCA liefert sehr brauchbare Ergebnisse, die Grenzen ihrer Genauigkeit sind gut bekannt.
Wilsons NRG wurde in meiner Gruppe von F. Anders einsatzfähig gemacht, V. Kaufman
hat dar̈uber seine Diplomarbeit geschrieben, und T. Jabben/ S. Schmitt sind dabei, diesen
”Impurity Solver” als weitere Option in das Programmpaket aufzunehmen. Diese numeri-
schen Verfahren, wie auch die Quanten-Monte-Carlo-Methode, besitzen trotz ihrer prinzi-
piellen Exaktheit gewisse Nachteile, z. B. erfolgt die analytische Fortsetzung ebenfalls nu-
merisch, und die Qualität bei hohen Temperaturen und Anregungsenergien läßt nach. Abb.
(7) vergleicht die SNCA mit der ENCA. Man erkennt, dass die Vertexkorrekturen deutliche
Unterschiede produzieren. Sie schließen unendliche Klassen von nachgeordneten Infrarot-
divergenzen ein und korrigieren dadurch z. B. den Vorfaktor vor dem Exponential inTK .
Abgesehen von dieser Skalenänderung liefert die SNCA meist schon strukturell richtige
Ergebnisse und bleibt so für eine Erstbehandlung komplizierterer Modelle sehr mützlich.
Die folgenden Resultate für Gittermodelle basieren jedoch meist auf der ENCA.

Mit dem Hubbard-Modell (13) kommen wir nun zu einem ersten gitterperiodischen
System und seiner Bandstruktur. Hartree-Fock-Theorie sollte hier für kleine Werte vonU,
etwaU � 3d · (2tc) = Breite des Tight-Binding-Bandes beiU = 0, nicht allzu schlecht sein
(2tc dient überall als Energie-Einheit); mittels der ZerschlagungUn̂ j↑n̂ j↓ → U〈n̂ j↑〉n̂ j↓ +

U〈n̂ j↓〉n̂ j↑ =
∑
σ U〈n̂ j−σ〉n̂ jσ läßt sich dabei der Wechselwirkungsterm als Effektives Feld

in die Einteilchenenergie absorbieren,εc → ε̃c jσ ≡ εc + U〈n̂ j−σ〉 = εc +
1
2 U = 0 im ho-

mogenen unmagnetischen Fall bei Halbfüllung, so dass ein einzelnes umω = 0 zentriertes
Tight-Binding-Band entstehen ẅurde. Abb. (8a) erinnert in der Tat an ein solches Band in
[1,1,1]−Richtung, vgl. Abb. (3a), und zwar sowohl alsk−aufgel̈oste Spektralfunktion (je-
weils unten), als auch in derk−summierten lokalen Zustandsdichte. Auffällig ist allerdings
schon die erhebliche Breite der Resonanzen in Abb. (8b) unten, die man nicht etwa der hier
geẅahlten hohen TemperaturkBT = 1/β = 1 zuschreiben darf. Das zeigt sich im Vergleich

12



mit Abb. (8b), in der nur die Temperatur erniedrigt wurde, abgesehen davon, dass die Di-
spersion eines Systems freier (= nicht wechselwirkender) Teilchen temperaturunabhängig
wäre und alle Anregungen scharf, vgl. Abb. (3a). Im vorliegenden Fall bleiben die Resonan-
zen breit, und nahe der Fermi-KantekF =

1
2

√
3 ≈ 0,85 (in Einheitenπa ,a = Gitterkonstan-

te) erscheint ein Bereich neuer und längerlebiger Anregungen. In derk−summierten Gr̈oße
in Abb. (8b) unten erkennt man umω ≈ 0 einen ausgeprägten Peak, der an die Abrikosov-
Suhl-Resonanz des Störstellen-Anderson-Modells in Abb. (7a) erinnert. Aufgrund seiner
starken Temperaturabhängigkeit kommt hier nur ein Vielteilcheneffekt in Frage, und die
Modellstruktur (Tranfer zum Nachbarn kann als Hybridisierung der Schale mit der Um-
gebung angesehen werden) legt tatsächlich eine Deutung als ”kollektiver Kondo-Effekt”
nahe. In der folgenden Abb. erkennt man eine Sequenz von Bandstrukturen, die durch suk-
zessive Erḧohung des MatrixelementesU bei gleichzeitiger Verringerung der Temperatur
entsteht, und zwar wieder für den symmetrischen halbgefüllten Fallε = − 1

2U, εc = µ = 0.
Im Endresultat, Abb. (9b) unten, hat sich deutlich sichtbar ein Quasiteilchenband nahe der
Fermi-Kante gebildet, welches mit der Lage der ursprünglichen Einteilchenresonanzen der
Schale nicht korrespondiert. Der optische Eindruck suggeriert, dass die Lebensdauer die-
ser Quasiteilchen beik = kF divergiert. Das Quasiteilchenband ist sehr schmal, als Skala
kommt ein modifiziertesTK in Frage.

In Abb. (10a) erkennt man, dass die Wahl der verschiedenen Temperaturen für die Bild-
sequenz in Abb. (9) f̈ur eine Vergleichbarkeit der einzelnen Fälle mit unterschiedlichemU
wichtig war: Die Ḧohe der Vielteilchenresonanz in Abb. (10a) oben fällt ähnlich aus und
ebenso die Tiefe des Minimums in der StreurateΓσ(ω) = − 1

~
ImΣσ(ω + iδ), Σ = Selbst-

energie nach Gl. (2). Hier kommt ein Skalenverhalten des Korrelationsphänomens zum
Ausdruck, relevante Variable istT/T∗K mit T∗K = T∗K(U). Die Temperatur ist in jedem Fall
so niedrig geẅahlt, dass im Minimum der Streurate das für den Fermi-Fl̈ussigkeitszustand
charakteristische quadratische Verhalten aus Gl. (7) zustande kommt. Dagegen wird in Abb.
(10b) unten das MatrixelementU bei festgehaltener Temperatur variiert. Man erkennt die
Wirkung des Anwachsens der relevanten VariablenT/T∗K haupts̈achlich am allm̈ahlichen
Verschwinden der Vielteilchenresonanz. Gleichzeitig beginnt sich in der Mitte beiω = 0
eine L̈ucke zuöffnen. F̈ur den gr̈oßten WertU = 5.5 (wie immer in Einheiten 2tc) er-
kennt man dort numerische Schwankungen im Lösungsverfahren. Um dies zu verstehen,
werfe man einen Blick zurück auf Abb. (10a). Dort wird ersichtlich, insbesondere beim
größten WertU = 5, dass die Ausbildung der Lücke, hier rechts und links neben dem
zentralen Peak, mit einer sehr stark anwachsenden Streurate einhergeht; auf diese extreme
Variation im Imagin̈arteil der Selbstenergie (typisch 2 Größenordnungen und mehr) rea-
giert mein L̈osungsverfahren (noch) sehr empfindlich und bedarf der Verbesserung. Man
beachte auch das analoge Verhalten der Selbstenergie im unsymmetrischen Fall, insbeson-
dere Abb. (12a) unten. In Abb. (10b) oben ist das Verhalten des Realteils der Selbstenergie
gezeigt. Aus der negativen Steigung beiω = 0, die f̈ur wachsendesU und fallendesT be-
traglich zunimmt, kann man auf ein entsprechendes Anwachsen der effektiven Masse der
Quasiteilchen schließen. Im vorliegenden Fall einerk−unabḧangigen Selbstenergie kann
man n̈amlich aus Gl. (5) und (6) direkt folgern:

m∗

m
= 1−

∂ReΣ
∂ω

(0) = 1/ζkF
an der Fermikante. (21)

Eine komplette Temperaturvariation bei festgehaltenemU = 5 zeigt Abb. (11a). Hier wird
deutlich, wie sich im Vorfeld der L̈uckenbildung die Vielteilchenresonanz ausprägt, be-
gleitet von der Ausbildung des Fermi-Flüssigkeitszustandes infolge des Verschwindens der
Streurate umω ≈ 0. Abb. (11b) zeigt die bei der tiefsten TemperaturkBT = β−1 = 1/25 <
T∗K formierten Quasiteilchenbänder l̈angs eines kompletten Umlaufs in der 1. Brillouin-
Zone. Diese sind mit zunehmender Nähe zur Fermi-Kante bemerkenswert scharf ausge-
prägt und weisen auf der kleinen SkalakBT∗K ähnliche Dispersionen und Strukturen auf wie
das beiU = 0 erhaltene Tight-Binding-Band, vgl. Abb. (3b).
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Das Pḧanomen der L̈uckenbildung bei Vergr̈oßerung der lokalen Coulomb-Abstoßung
U im Hubbard-Modell wird allgemein als Realisierung eines sog. ”Mott-Hubbard-Über-
ganges” angesehen. Darunter versteht man eine besondere Form von Metall-Isolator-Über-
gang, die von anwachsenden lokalen Korrelationen begleitet ist. Diese bestehen hier in der
zunehmenden Vermeidung von Doppelbesetzungen auf der lokalen Schale sowie, nachge-
ordnet, in den m̈oglicherweise daraus resultierenden magnetischen Korrelationen. Diese
spezielle Form von L̈uckenbildung muß man sehr wohl vom Auftreten von Hybridisie-
rungsl̈ucken unterscheiden, wie sie etwa in Abb. (5) sichtbar wurden. Bei dem einfachen
Hybridisierungsmodell unterliegen die Elektronen keinen durch Wechselwirkung erzeug-
ten Korrelationen, und die Bandzustände besitzen unendliche Lebensdauer. Dagegen bildet
sich die L̈ucke beim Mott-Hubbard-̈Ubergang in Energiebereichen, in denen die Lebens-
dauer der Zustände sehr klein wird, vgl. Abb. (11a) und (12a). Der unsymmetrische Fall in
Abb. (12) zeigt auch, dass das ausgeprägte (betragliche) Maximum des Imaginärteils der
Selbstenergie wirklich mit der L̈uckenposition wandert. Eine Betrachtung des unsymme-
trischen Falls ist auch lehrreich im Zusammenhhang mit der Physik von Hochtemperatur-
Supraleitern, weil selbst das einfache Hubbard-Modell (in zwei Raumdimensionen) als Ap-
proximation f̈ur den Niederenergiebereich derCuO2−Ebenen diskutiert wird. Man erkennt
in Abb. (12a) oben, dass bei Ablösung des oberen Teilbandes nach Vergrößerung vonU
eine Vielteilchenresonanz an der Fermi-Kante zurückbleibt. Abb. (12b) unten zeigt, dass in
diesem Energiebereich weiterhin ein schmales Quasiteilchenband durch die Fermi-Kante
läuft, in dem sich schwere Löcher (die lokale Besetzung ist hier. 1) bewegen k̈onnen.
Dieser Blick auf das Einteilchen-Anregungsspektrum enthüllt allerdings noch nicht weite-
re Details der Mehrteilchenkorrelationen, die möglicherweise auch für die Ausbildung von
Hochtemperatur-Supraleitung ursächlich sein k̈onnten.

Die Abb. (13) dient dazu, sich die Auswirkung bestimmter Näherungen zur L̈osung des
Hubbard-Modells vor Augen zu führen. Dieses Modell hat eine lange Geschichte, in der
unser Versẗandnisüber die Rolle von Korrelationen mitgeprägt wurde, und zwar in kom-
plemenẗarer Weise zur Diskussion etwaüber das Jellium-Modell; in letzterem steht ja ganz
der itinerante Gesichtspunkt im Vordergrund. In Abb. (13a) sindübereinander zwei einfa-
che gegens̈atzliche Vorstellungen gezeigt, so wie sie vielleicht in den 60er Jahren bestanden
haben. Oben sieht man die schon besprochenen Hartree-Fock-Näherung, die im symmetri-
schen Fallεc = µ = 0 für jeden Wert vonU das gleiche Tight-Binding-Band liefert wie
für U = 0. Darunter sieht man den Bandverlauf, wie er in der sog. ”Hubbard I-Näherung”
erhalten wird. Diese N̈aherung l̈aßt sich mit verschiedenen Methoden sehr einfach produ-
zieren, u. A. mit der Bewegungsgleichungsmethode oder mit der Gl. (16), indem man dort
für Gσ(z)−1 + Tσ(z) die inverse Greensche Funktion der isoliertens−Schale einsetzt, deren
Anregungsspektrum in Gl. (1) angegeben wurde. Die Näherung l̈aßt sich problemlos auf
eine gr̈oßere Klasse von Modellen̈ubertragen und heißt (bei mir) in dem allgemeinen Zu-
sammenhang ”Freie Theorie”. Sie realisiert folgende sehr einfache Vorstellung: Jedes der
beiden in Gl. (1) auftretenden Einteilchenniveausω = ε undω = ε + U der Schale ver-
breitert sich durch Transferprozesse zu den Nachbarn zu einem eigenen partiellen Einteil-
chenband, wobei das gebrochene spektrale Gewichtζ ≈ 1

2 der Niveaus̈uber denk−Verlauf
eine gewisse Verteilung erfährt. In Abb. (13b) oben erkennt man diek−summierte Zu-
standsdichte dieser beiden Näherungen als den breiten Trog in der Mitte bzw. die beiden
aufgespaltenen schmaleren Abbilder davon. Dazu erkennt man in der senkrechten Strichen
die Positionen der ursprünglichen Einteilchenniveaus der isoliertens−Schale, deren La-
ge jeweils in der Mitte eines der aufgespaltenen Tröge die Bemerkungen̈uber die Freie
Theorie untersẗutzt. Dazu wird als durchgezogene Linie eine SNCA-Rechnung im Rahmen
der ”Lokal Vollsẗandigen N̈aherung” (DMFT) gezeigt, und zwar für eine tiefe Temperatur
T . T∗K . Neben der Vielteilchenresonanz, die für T → 0 die Höhe des Troges beiω = 0 er-
reicht (Summenregel), bemerkt man eine erhebliche Verbreiterung der Bereiche, in denen
die Teilb̈ander angesiedelt waren. Das beruht wesentlich auf der Verbreiterung der Einzel-
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resonanzen. In Abb. (13b) unten ist nun noch eine ENCA-LVN-Rechnung hinzugefügt von
dem Typ, der den vorangegangenen Abbildungen zugrunde lag. Die Vielteilchenresonanz
erscheint aufskaliert, entsprechend einem größerenT∗K(ENCA)> T∗K(SNCA), in Einklang
mit den vorherigen Bemerkungen zum Anderson-Störstellen-Modell. Entsprechend führt
auch schon eine höhere Temperatur (kBT = 0.1 gegen̈uber 0.01) zur S̈attigung der Vielteil-
chenresonanz. Eine Rechnung auf der Basis der numerischen Renormierungsgruppe würde
nun noch im Wesentlichen den Verlauf der oberen Spitze dieser Resonanz korrigieren.

Zum Abschluss der Diskussion des Hubbard-Modells ist in Abb. (14) noch einmal ein
typisches, in ENCA-LVN gerechnetesk−aufgel̈ostes Einteilchen-Anregungsspektrum ge-
zeigt. Darin sind Linienbreiten, spektrale Gewichte sowie Kurven in derk-ω−Ebene ein-
gezeichnet, die sich aus der Projektion von Maxima in der Funktionρ(k, ω) ergeben. Diese
Kurven machen auf mich längs der durchgezogenen Teilstücke einen etwas̈uberzeugende-
ren Eindruck als l̈angs der gestrichelt gezeichneten. Grundsätzlich kann man die mit dem
linken Gleichheitszeichen in Gl. (5) erhaltene implizite Beziehung für die Anregungsener-
gien ε̃kσ, die man mit diesen Kurven assoziieren würde, graphisch unter Zugrundelegung
von Kurven wie aus Abb. (10b) oben lösen. F̈alle mit einer oder drei L̈osungen zu festemεkv

erscheinen plausibel; eine Interpretation als Resonanzen ist aber nur sinnvoll, wenn auch
der in (5) nicht auftretende Imaginärteil der Selbstenergie genügend klein ist. Mir selbst
erscheint nicht klar, mit welcher Art Bandstruktur im herkömmlichen Sinne man ein Bild
wie in Abb. (14) assoziieren sollte. Auf dem Blatt unten ist Platz freigelassen für die Ent-
wicklung eigener Vorstellungen des Lesers.

Es ist n̈utzlich, einen Blick auf die Anregungsspektren zu werfen, die man für das
Anderson-Gitter-Modell mit Hilfe der Freien Theorie, also der adaptierten Hubbard I-
Näherung erḧalt. Auf diese Weise lassen sich die trivialen Hybridisierungs- und Wech-
selwirkungseffekte identifizieren. Abb. (15) zeigt den Fall mit Hybridisierung zu nächsten
Nachbarn, Abb. (16) den mit lokaler Hybridisierung. Jeweils oben findet sich das Spek-
trum der Bandelektronen (”c”), unten das der Schalenelektronen (”f ”), links jeweils in
k−summierter Form, rechts nachk aufgel̈ost mit k längs der Raumdiagonalen der 1. BZ.
Im Vergleich mit dem einfachen Hybridisierungsmodell aus Abb. (4) bzw. Abb. (5) ist die
Tight-Binding-Bandstruktur durch die Wirkung vonU aufgespalten,̈ahnlich wie auch beim
Hubbard-Modell in Freier Theorie. Oberes und unteres Teilband enthalten jedes eine Hy-
bridisierungsstelle. Durch die Verschiebung dieser Stellen vonω = 0 nachω ≈ ε f bzw.
ω ≈ ε f + U wirkt sich die Nullstelle vonVk an der Fermikante nicht mehr so aus wie in
Abb. (4b). In Abb. (15a) erkennt man nun auch bei Hybridisierung zu nächsten Nachbarn
Lücken bei diesen Energien in der lokalen Zustandsdichte und in Abb. (15b) die typischen
Bandverl̈aufe, die oft durch den Mechanismus der ”Level-Abstoßung” interpretiert wer-
den. Da hierVk betraglich ”nach außen” anwächst, im Gegensatz zu dem konstantenV in
Abb. (16), kr̈ummen sich oberes und unteres Teilband sichtlich stärker als im Fall der loka-
len Hybridisierung von Abb. (16b). Generell mischen sich beide Typen von Zuständen in
den Anregungen, und zwar am stärksten nahe der Hybridisierungspunkte, d. h. dort wo die
Tight-Binding-Dispersionω = εk die Level-Positionenω = ε f undε f + U schneidet. Man
beachte in den Abbildungen die Peak-Breiten, die hier für den jeweiligen Anteil maßge-
bend sind, aber in dieser Näherung wie vorher auf einer künstlichen Verbreiterung beruhen
und nicht auf physikalischen Lebensdauer-Effekten.

Eine volle ENCA-LVN-Rechnung f̈ur beide F̈alle, ausgef̈uhrt bei gleicher Temperatur
kBT = 0.2 zeigen die folgenden Abb. (17) und (18). Hier beobachtet man nun weitere,
vorher nicht sichtbare Auswirkungen von Vielteilchenkorrelationen. In Abb. (17b) fallen
deutliche und variable Lebensdauereffekte auf, diëahnlich auch in Abb. (18b) vorhanden
sind. Man muß sich hier vor Augen führen, dass das Modell für diec−Elektronen kein ei-
genes Matrixelement der Restwechselwirkung enthält. Daher entstehen alle Linienbreiten
nur durch Vermittlung der Hybridisierung. Typisch beobachtet man daher in denäußersten
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Bandbereichen eine Verengung der Resonanzen, die in einem realistischen Modell so nicht
erhalten werden ẅurde; in dieser Beziehung sollte dort eher eineÄhnlichkeit zum Band
des Hubbard-Modells bestehen. Beim Vergleich der Regionω ≈ 0 um die Fermi-Kante
wird ein qualitativer Unterschied zwischen Abb. (17) und (18) bemerkt: Mit einer lokalen
Hybridisierung bildet sich bereits bei dieser Temperatur eine Vielteilchenresonanz an der
Fermi-Kante, siehe Abb. (18a) unten, während die im halbgefüllten Fall dort verschwin-
dende Hybridisierung eine viel kleinere SkalaT∗K < T = 0.2 bewirkt und noch zu keinem
sichtbaren Effekt in Abb. (17a) unten f̈uhrt. Vielmehr bleibt dief−Zustandsdichte hier noch
auf die Bereicheω ≈ ε f undω ≈ ε f + U konzentriert, wo sich die nach außen anwachsen-
de HybridisierungsẗarkeVk zu n̈achsten Nachbarn̈ahnlich auswirkt wie im anderen Fall;
man erkennt Hybridisierungslücken inρc

σ(k, ω) sowohl in Abb. (17b) oben als auch in Abb.
(18b) oben. Dagegen zeigt nur Abb. (17) eine deutliche Verringerung der Hybridisierungs-
effekte im Mittelteil umω = 0. Die bei kleineren Temperaturen auch im Fall von Abb. (17)
auftretende Vielteilchenresonanz ist deutlich filigraner als die von Abb. (18) und numerisch
schwerer aufzulösen. Daher behandeln die folgenden Beispiele zunächst nur den Fall der
lokalen Hybridisierung.

In den Abb. (19) und (20) wird nun die wachsende Auswirkung der Vielteilchenkorre-
lationen bei sinkender Temperatur für lokale Hybridisierung im Falle halbgefüllter Bänder
(d. h. 2ε f+U = µ = 0, 2 Elektronen pro Gitterplatz) verdeutlicht. Zunächst sieht man diek-
summierten Spektren in Abb. (19a), und darin das komplementäre Verhalten desc−Anteils
oben und desf−Anteils unten. Im letzten baut sich die Vielteilchenresonanz am chemi-
schen Potentialµ = 0 auf, ẅahrend gleichzeitigc−Zustandsdichte aus diesem Bereich
verdr̈angt wird; Abb. (19a) zeigt einen korrespondierenden Einbruch. Dies entspricht dem
optischen Eindruck in derk−aufgel̈osten Bandstruktur von Abb. (18b). Abb. (19b) zeigt
die Imagin̈arteile der Selbstenergien der Greensfunktionen für beide Arten von Elektro-
nen. (Im allgemeinen sind die Selbstenergien im Anderson-Gitter-Modell abhängig vom
Wellenvektor, speziell aber ihr Imaginärteil im Fall von lokaler Hybridisierung nicht.) Im
unteren Teil bestätigt sich die Vorstellung von der Formation einer Fermi-Flüssigkeit unter
maßgeblicher Beteiligung der Schalenzustände, die Streurate bildet ein immer tiefer wer-
dendes Minimum umω = 0 aus. Diec−Streurate in Abb. (19b) oben wächst in einem
schmalen Bereich beiω ≈ 0 an, was in Einklang mit der geschilderten Lückenbildung
dort steht. Diek−aufgel̈osten Anregungsspektren von Abb. (20) ergänzen diese Befunde
zu einem kompletteren Szenario für die Ausbildung von engen Quasiteilchenbändern nahe
der Fermi-Kante. Ẅahrend bei der hohen TemperaturkBT = 1 in Abb. (20a) ḧochstens
ein breiter Untergrund erkannt wird, treten beikBT = 0.04 scharfe Peaks hervor, die sehr
nahe beiω = 0 eine eigene Struktur von ”hybridisierten Quasiteilchenbändern” erzeugen,
die auf viel kleinerer EnergieskalaT∗K die Strukturen beiω = ε f undω = ε f aus Abb.
(16b) reproduzieren, und zwar eher noch als die aus Abb. (20a). Das ist im Einklang mit
der Vorstellung, dass die Fermi-Flüssigkeit im Niederenergiebereich aus nur noch schwach
wechselwirkenden Quasiteilchen besteht, d. h. die Restwechselwirkung ist hier ebenfalls
mindestens auf die SkalaT∗K herunterrenormiert und verliert ihre Streuwirkung ganz für
ω→ 0.

Die sehr schmalen Spitzen in Abb. (19a) ganz nahe beiω = 0 deuten nicht etwa (aus-
schließlich) Probleme bei der numerischen Auswertung an; vielmehr steht dahinter ein
reeller und wichtiger physikalischer Effekt. Bevor dieser Sachverhalt erläutert wird, ge-
stattet Abb. (21a) noch einen Blick auf die Qualität der unterschiedlichen Näherungen f̈ur
das Anderson-Gitter-Modell. Die Position der beiden Hybridisierungslücken in der Frei-
en Theorie ist klar erkennbar durch die Aufspaltung in drei Teil-Tröge beimc−Spektrum
oben, ebenso der Verarmungsbereich anf−Zustandsdichte in der Mitte von Abb. (21a) un-
ten. Bereits die Verwendung der SNCA in der Lokal Vollständigen N̈aherung liefert i. P.
die angesprochenen Vielteilcheneffekte: Endliche Lebensdauern, die z. B. für einen breiten
Untergrund sorgen und in den Bereichenω ≈ ε f , ω ≈ 0, ω ≈ ε f + U für eine Ausschmie-
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rung der in der Freien Theorie vorhandenen Lücken, sowie die Vielteilchenresonanz in der
k−summiertenf−Zustandsdichte unten bzw. die korrespondierende Verarmungszone im
c−Spektrum oben. Die Vertexkorrekturen der ENCA-Rechnung sorgen danach im Wesent-
lichen für eine richtige Adjustierung der dynamischen EnergieskalaT∗K . Einek−aufgel̈oste
Bandstruktur, die man mit Hilfe einer recht präzisen SNCA-Rechnung für sehr kleines
T = 0.005 erḧalt, zeigt Abb. (21b). Hier werden insbesondere bei der Vergrößerung des
engen Energiebereichs umω = 0 im Anregungsspektrum der lokalen Schalen rechts außen
Feinheiten der Quasiteilchen-Bandstruktur deutlich: Sie besteht fürT → 0 aus zwei energe-
tisch etwas separierten Zweigen, von denen der untere ganz unter dem chemischen Poten-
tial µ = 0 liegt (der obere darüber) und bis zum Rande der 1. Brillouin-Zone verläuft. Dies
ist ein wichtiges Detail, denn es verdeutlicht die formale Aussage des Luttinger-Theorems
und sorgt f̈ur eine charakteristische Prägung der physikalischen Tieftemperatureigenschaf-
ten des Systems. In dem kohärenten Tieftemperatur-Regime des Modells sorgt diese fei-
ne Lücke, die sich gleichermaßen inc− und f−Anteil des Spektrums ausprägt, bei der
betrachteten halben Bandfüllung für das mit dem Begriff ”Kondo-Isolator” umschriebene
Verhalten z. B. von Transportkoeffizienten,ähnlich wie bei einem Halbleiter auf größerer
Skala. Bei Abweichungen der Bandfüllung in komplizierteren Compound-Strukturen kann
man auch metallisches Verhalten mit drastisch geänderten effektiven Massen finden, wel-
ches sich etwa aus der Quasiteilchen-Bandstruktur mitµ im unteren Teilband ableiten läßt;
so kann z. B. das Ansteigen des Widerstandes zu niedrigen Temperaturen hin abgelöst wer-
den durch ein quadratisches VerschwindenR(T) ∼ T2 (T → 0) im koḧarenten Regime. Im
halbgef̈ullten Fall mit zwei Elektronen pro Gitterplatz sagt das LuttingerTheorem für das
hier besprochene Anderson-Gitter voraus, dass der Fermi-Körper genau wie im Fall ohne
Restwechselwirkung die gesamte 1. BZ ausfüllen sollte. Dies geht nur, wenn beiT = 0 ein
ganzes letztes Quasiteilchenband unterhalb der Fermi-Kante liegt und bis zum Zonenrand
reicht, gerade so wie man es im halbgefüllten Hybridisierungsmodell (U = 0) in Abb. (5b)
beim Tight-Binding-Band sieht. Aufspaltungen am Zonenrand findet man in der Regel als
Folge von Bragg-Streuung, in diesem einfachen Fall und analog auch im Quasiteilchenband
beiU > 0 . In der Tat deutet sich bei hoher Auflösung in den sehr schmalen Strukturen bei
ω ≈ 0 für tiefeT die Lückenbildung im Quasiteilchenband an. Eine wirklich sauber kon-
vergente L̈osung f̈ur diese Feinstruktur konnte bisher nur mit der QMC-Methode und der
numerischen Renormierungsgruppe (d. h. in QMC-LVN bzw. NRG-LVN) erzeugt werden.

Zur Abrundung des Gesamtbildesüber Einteilchen-Anregungsspektren des Anderson-
Gitter-Modells dienen die in Abb. (22) gezeigten Sequenzen mit variierendemU. Die Aus-
bildung der f̈ur die Hybridisierung zu n̈achsten Nachbarn charakteristischen Verarmungs-
zonen an spektralemf−Gewicht umω = 0 herum bei wachsendemU zeigt Abb. (22a) im
unteren Teil. Dar̈uber sieht man die korrespondierende Zuspitzung derc−Zustandsdichte
in diesem Bereich, vgl. auch Abb. (17b) oben. Letztere ist in Abb. (22a) besonders stark
zur Mitte hin konzentriert, da die gewählte Hybridisierungsstärke (V = 0.5 gegen̈uber
V = 0.3 vorher) einen stärkeren Abstoßungseffekt von den Stellenω = ε f undω = ε f + U
her verursacht. Bei dieser Sequenz wird die symmetrische Situation 2ε f + U = µ = 0 für
Halbfüllung beibehalten, ẅahrend die inverse Temperaturβmit der Wechselwirkungsstärke
U erḧoht wird, um eine ausgeprägte Vielteilchenresonanz beizubehalten. Der unsymme-
trische Fall mitε f fest und variierendemU wird exemplarisch in Abb. (22b) dargestellt.
Man sieht, dass die Vielteilchenresonanz und damit die Quasiteilchen-Bandstruktur trotz
leichter Variationen an der Fermi-Kante gepinnt bleibt und dass die Resonanz zum doppelt
besetzten Zustand allm̈ahlich aus dem Band herauswandert und dabei schmaler und höher
wird. Interessant isẗubrigens auch der Grenzfallε f fest mitU → ∞, der rechnerisch etwas
einfacher zu behandeln ist (der doppelt besetzte Zustand fällt einfach aus dem Hilbertraum
heraus), ohne dass sich das Wesen der Vielteilchenkorrelationen und die Strukturen um
die Fermi-Kante qualitativ̈andern. Mit diesen Anmerkungen soll die Diskussion des Anre-
gungsspektrums einfacher Modelle beendet sein.
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4 Über Modellerweiterungen, thermodynamische Gr̈oßen
und Transportkoeffizienten sowieüber kollektives Ver-
halten

Die vorangegangenen Ausführungen haben einen wichtigen Teilaspekt des Systems wech-
selwirkender Elektronen im Kristall beleuchtet. In vielerlei Hinsicht bleibt das entworfene
Bild ergänzungsbed̈urftig oder zielt gar an entscheidenden Sachverhalten vorbei. Das be-
trifft naẗurlich zun̈achst den eingeschränkten Zustandsraum und die Spezialisierung auf
kubische Symmetrie sowie das Fortlassen weiterer Matrixelemente der Restwechselwir-
kung, kurz alle m̈oglichen Modellerweiterungen zur Beschreibung realistischer Kristalle.
Aber auch schon die Beschränkung auf gitterperiodische Systeme (abgesehen von Störstel-
lenmodellen) ist nicht zwangsläufig. Das Einteilchen-Anregungsspektrum und die dahin-
terstehenden Einteilchen-Greensfunktionen bieten natürlich die Möglichkeit, Erkenntnisse
über thermodynamische Größen und Transportkoeffizienten zu gewinnen. Schließlich ist
überhaupt die Beschränkung auf die Fermi-Flüssigkeitsphase fragẅurdig, denn sowohl rea-
le Compounds miẗUbergangsmetall-Ionen als auch die zu ihrer Beschreibung entworfenen
vereinfachten Modelle beinhalten viele Möglichkeiten f̈ur alternative kollektiv geprägte
Phasen, darunter Supraleitung verschiedener Typen, Ladungsordnung, Phasen-Entmischung
und verschiedene, auch exotische Arten von Magnetismus, dazu besonderes Verhalten in
der N̈ahe quantenkritischer Punkte oder infolge starker Streuung durch orbitale Freiheits-
grade oder als Konsequenz der ausgeprägteren van-Hove-Singularitäten in reduzierten
Raumdimensionen. Schließlich ist auch die Kopplung an elastische Freiheitsgrade zu be-
denken, z. B. bez̈uglich der dadurch hervorgerufenen Beiträge zu einer effektiven Rest-
wechselwirkung, und m̈oglicherweise auch ein Versagen der Abschirmung bei sinkender
Konzentration freier Ladungsträger, die eine Erg̈anzung des lokalen Ansatzes um lang-
reichweitigere Wechselwirkungsanteile nötig machen k̈onnte.

Tats̈achlich liegt das Hauptinteresse in meiner Arbeitsgruppe mehr auf den kollek-
tiven Effekten und insbesondere auch technisch auf der Berechnung von Zweiteilchen-
Greensfunktionen und von allgemeinen Suszeptibilitäten. Daf̈ur ist allerdings die Kennt-
nis des Einteilchen-Anregungsspektrums eine Voraussetzung. Im folgenden sollen einige
Aktivit äten kurz angesprochen werden. Die Weiterentwicklung des Instrumentariums für
analytische und numerische Verfahren umfaßt drei Schwerpunkte: Der Einschluß weite-
rer Klassen von Prozessen, etwa Ketten von Elektron-Loch-Anregungen, in die Lösung
des Teilproblems der effektiven Sẗorstelle soll die analytischen Lösungen auch im Bereich
kleinster Anregungsenergien konkurrenzfähig mit der NRG machen. Eine solche ”Post-
NCA-Strategie” ist von F. Anders in seiner Dissertation (1995) entwickelt und getestet
worden, ihr Einsatz bleibt aber bis heute mit zu großem Aufwand verbunden. F. Anders
hat auch vor etwa 5 Jahren bei uns mit dem Einsatz von Wilsons NRG begonnen, die an-
dernorts zur Einsatzreife auch für die Berechnung dynamischer Größen gebracht worden
war. Die Diplomarbeit von V. Kaufman beschäftigte sich mit ihrer numerischen Implemen-
tierung. T. Jabben und S. Schmitt setzen das Projekt fort, um sie als eine der Alternativen
im Impurity-Solver-Baustein meines Programmpakets standardmäßig nutzen zu k̈onnen.
Schließlich m̈ochte ich selbst die eigenständige Adaptionsf̈ahigkeit meiner grundlegenden
Programmbausteine zur Erkennung und optimalen Darstellung stark strukturierter Funk-
tionen auf mehrdimensionale Bereiche ausdehnen, um z. B. den Einschluß von Vertexkor-
rekturen in die Integralgleichungssysteme und die Berechnung mehrdimensionaler Integra-
le rechenzeitoptimaler zu gestalten.

Modellerweiterungen und neue physkalische Situationen sind bereits bearbeitet bzw.
projektiert worden. So läßt sich das Anderson-Gitter-Modell durch Aufnahme einer
(schẅacheren) lokalen Coulomb-Abstoßung für Bandelektronen untereinander zu einem
realistischeren ”Zweiband-Modell” ausbauen, dessen Lösung i. P. nicht wesentlich mehr
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Aufwand erfordert. Sorgfalt erfordert allerdings die Kontrolle, auch interpretatorisch, aller
neu hinzukommenden Details in den Anregungsspektren. Eine direkte lokale Restwech-
selwirkung zwischen Schalen- und Bandelektronen (”Falicov-Term”) ist technisch etwas
mühevoller zu handhaben, weil sie das System der Integralgleichungen am effektiven Git-
terplatz nachhaltiger verkoppelt. Ein solcher Term oder auch die Variante als echte Wech-
selwirkung zwischen Elektronen auf nächstbenachbarten Gitterplätzen sollte z. B. f̈ur La-
dungsordnungsphänomene wichtig sein. Natürlich entspricht auch eine einfaches−Schale
in der Regel nicht der physikalischen Wirklichkeit, obwohl sie ein effektives Modell f̈ur
das niedrigste Kramers-Doublett nach Kristallfeldaufspaltung sein kann. Prinzipiell ist es
leicht möglich, z. B. die NCA auf kompliziertere Schalen auszudehnen; dies wird z. B. von
meinem ersten Doktoranden T. Pruschke (jetzt Professor in Göttingen) und von F. Anders
gut beherrscht und ist auch in meinem Programmpaket ansatzweise verwirklicht.

Es existieren auch schon Studienüber diesen Modellrahmen hinaus. Dies betrifft z.
B. andere Kristallstrukturen als einfach-kubische. S. Schmitt studiert in seiner laufenden
Dissertation zentrierte Strukturen. T. Jabben hat in seiner Diplomarbeit (2004) eine Frage
aufgegriffen, die insbesondere auch in Zusammenhang mit dem Luttinger-Theorem sehr
interessant ist: Bildet sich im halbgefüllten Hubbard-Modell bei Reduzierung der 1. BZ
um die Ḧalfte im Anregungsspektrum an der Fermi-Kante eine Lücke aus,̈ahnlich wie
beim Anderson-Gitter-Modell, d. h. spaltet die Quasiteilchen-Bandstruktur dort auf? Da-
zu hat er das einfach-kubische Gitter bipartioniert und jedem der Untergitter eine ande-
re Schalenenergieεc gegeben. Mit dem Einsatz der NRG als ”Impurity Solver” konnte
die Aufspaltung in diesem ”Ionischen Hubbard-Modell” tatsächlich nachgewiesen werden:
E. Jakobi hat sich in seiner Diplomarbeit (2005) an ein recht realistisches Strukturmo-
dell für dieCuO2−Ebenen herangewagt, die wesentlicher Bestandtiel der Hochtemperatur-
Supraleiter sind. Hier interagieren die 2p−Orbibale an den O-Ionen und die 3d-Orbitale an
demCu−Ionen. Durch sorgf̈altige Analyse l̈aßt sich der Zustandsraum begrenzen und die in
Abschnitt 3 geschilderte Strategie zur Anwendung bringen. Die Ergebnisse enthüllen recht
detailreiche Anregungsspektren, die weiterer Analyse bedürfen und sicher durch Informa-
tionenüber Zweiteilchenkorrelationen ergänzt werden m̈ussen. F. Wissel schließlich hat in
seiner Diplomarbeit (2002) eine inhomogene Situation studiert, nämlich einen halbunend-
lichen Hubbard-Kristall. Hier interessierte derÜbergang von einem nahezu zweidimen-
sionalen System an der Oberfläche zu echtem dreidimensionalen ”Bulk-Verhalten”. Für
alle angesprochenen Varianten der kristallinen Ortsraumstruktur wie auch für inhomogene
und ungeordnete Systeme ist der in Abschnitt 3 geschilderte ”Lokale Ansatz” zur Berech-
nung von ”Bandstrukturen” und anderer Festkörpereigenschaften besonders gut geeignet.
Er trennt n̈amlich die Dynamik lokaler, stark korrelierter Einheiten (”atomare” oder ”mole-
kulare” Schalen) von der Propagation durch ein umgebendes Medium. Für die Behandlung
jedes der beiden Teilaspekte stehen gute Techniken zur Verfügung. Bei der Propagation
sind dies Random-Walk-Verfahren, die auch in räumlich strukturierten oder ungeordneten
Systemen (evtl. dort in Mittelung) ausführbar sind.

Einteilchen-Anregungsspektren geben, wie erwähnt, wertvolle aber beileibe nicht voll-
sẗandige Informationen̈uber die Festk̈orpereigenschaften. Zu den daraus ableitbaren Größen
geḧoren thermodynamische Eigenschaften wie etwa die spezifische Wärme. Auch alleine
schon die effektiven Quasiteilchenmassen können hier̈uber Aufschl̈usse geben, obwohl vor
der blinden Anwendung von Formeln, die für nichtwechselwirkende (”freie”) Elektronen-
systeme gelten, ausdrücklich gewarnt sei. Es wurde schon darauf hingewiesen, dass die
effektiven Massen direkt aus der Einteilchen-Greensfunktion entnommen werden können.
Über die Berechnung genereller thermodynamischer Größen mit Hilfe der direkt von dem
Programmpaket zur Verfügung gestellten Greensfunktionen könnte man eine interessante
Master-Thesis vergeben. Transportkoeffizienten lassen sich aus Einteilchen-Greensfunk-
tionen im Rahmen der ”Stoßzeit-Näherung” aufbauen, bei der die Stoßzeit alleine der im
Imagin̈arteil der Selbstenergie enthaltenen Streurate entnommen wird. Diese Näherung,
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Vertexkorrekturen einer Zweiteilchen-Greensfunktion werden vernachlässigt, ist sogar sehr
gut für ann̈aherndk−unabḧangige Selbstenergien, so wie sie der lokale Ansatz produziert.
Schon vor vielen Jahen wurden solche Transportrechnungen in Zusammenarbeit mit Diplo-
manden und Doktoranden aus Prof. Steglichs Gruppe durchgeführt; manches experimen-
telle Ergebnis konnte so (meist qualitativ) verstanden werden. Heute könnte man, vor dem
Hintergrund verbesserter und automatisierter Verfahren, diese Bemühungen fortsetzen.

Ein Forschungsgegenstand von zentraler Bedeutung in den Systemen mit starken Elek-
tronenkorrelationen ist die Aufklärung kollektiven Verhaltens, in das auch in meiner Grup-
pe viel Mühe geflossen ist. Dazu müssen Zwei- und Mehrteilchenkorrelationen explizit
studiert werden, also höhere Greensfunktionen. Dazu laufen augenblicklich zwei Doktor-
arbeiten von T. Jabben und S. Schmitt, die natürlich auch auf Studien ihrer Vorgänger (F.
Anders, S. Prohaska, J. Brinckmann, B. Welslau) aufbauen. Grundsätzlich werden explizite
Mehrteilchenkorrelationen (d. h. solche, die nicht in der quasilokalen Dynamik effektiver
Gitterpl̈atze enthalten sind) durch die Wirkung lokaler Kummulanten-Vertizes erzeugt, wel-
che der Abschnitt 3 geschilderten Stufe des Lokalen Ansatzes hinzuzufügen sind. Die Be-
rechnung solcher 2- und 3-Teilchen-Vertizes ist mit den geschilderten Techniken möglich;
explizite Formeln habe ich in den 80er und 90er Jahren bereitgestellt. Es gibt eine Reihe
von aktuellen, sehr interessanten Problemkreisen, die auf diese Weise angegangen wer-
den k̈onnen, darunter grundlegende Fragen zu Magnetismus und Supraleitung. Nachdem
in den 90er Jahren aber die Supraleitung im Vordergrund stand (Dissertation B. Welslau
über SL Schwerer Fermionen, J. Brinckmannüber Hochtemperatur-SL), ist dies augen-
blicklich der Magnetismus. Das Projekt von T. Jabben erstreckt sich z. B. auch auf die
Frage, wie genau der̈Ubergang von einer Beschreibung mit stabilen magnetischen Mo-
menten auf den Schalen (Grenzfall sehr großerU) zu einer Bandbeschreibung vonstatten
geht. Die angestrebte einheitliche Theorie muß z. B. auch in der Lage sein, das qualitative
Umschlagen der magnetischen Suszeptibilität von einem Curie-Verhalten (χ ∼ 1

T ) zu ei-
nem Pauli-Verhalten (χ konstant) darzustellen. S. Schmitt verfolgt das ehrgeizige Vorhaben,
ein Phasendiagramm für Modelle von der hier skizzierten Art zu berechnen. Dazu studiert
er allgemeine Suszeptibilitäten und die in ihnen vorgefundenen Instabilitäten gegen̈uber
der Formation z. B. modulierter magnetischer Phasen. Dazu haben wir zusammengearbei-
tet, um eine analytische und numerische Lösung von allg. Bethe-Salpeter-Gleichungen mit
Kumulanten-Vertizes zu erm̈oglichen. Man muß sicḧubrigens vor Augen f̈uhren, dass die
in Abschnitt 3 pr̈asentierten Rechnungen und Ergebnisse die Abwesenheit kollektiver Ord-
nung voraussetzen, d. h. (soweit nicht einfach Lücken an der Fermi-Kante entstehen) die
Stabiliẗat der Fermi-Fl̈ussigkeits-Phase annehmen.Über die relative Stabiliẗat konkurrie-
render Phasen kann man Informationen aus der Berechnung eines thermodynamischen Po-
tentials erhalten (Pruschke) oder eben aus der expliziten Suche nach Instabilitäten (Schmitt)
und evtl. anschließender Identifikation eines metastabilen Bereiches. Es wird z. B. darüber
diskutiert, dass der Metall-Isolator-Übergang im Hubbard-Modell für d = 3 bei dem kriti-
schen WertUc vonU (wo sich oberes und unteres Teilband trennen) ein Zweiphasengebiet
Uc1 < Uc < Uc2 aufweist, das mit unterschiedlichen residuellen Zustandsdichtestrukturen
in der sichöffnenden L̈ucke verkn̈upft ist. Diese und viele weitere spannende Fragen harren
m. E. der Aufkl̈arung.
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5 Anhang: Abbildungen
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